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1 Andersonモデルの有効ハミルトニアンとしての s-dモデル

• 近藤効果について

一般に不純物を含む金属の電気抵抗は、温度の低下とともに有限の残留抵抗の値に向かって下がっていくがそ

の不純物が磁性不純物の場合は、電気抵抗がある温度で極値を取って、低温で電気抵抗が上昇し始めることが

わかった。(これが近藤効果である。当時では、この現象を電気抵抗極小現象と呼んでいた。)

図 1 電気抵抗極小現象
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この現象を解析するため下記の Andersonハミルトニアンから s−dモデル (U → ∞の有効ハミルトニアン)

を導出する。

[Andersonハミルトニアン]

H = ∑
kσ

εkc
†
kσ ckσ + εd ∑

σ
d†

σ dσ +Ud†
↑d↑d†

↓d↓+∑
kσ

(Vkσ c†
kσ dσ +Vdkd

†
σ ckσ ) (1)

Hmix ≡ ∑
kσ

(Vkσ c†
kσ dσ +Vdkd

†
σ ckσ (混成項) (2)

上のハミルトニアンにおいて、c†
kσ (ckσ ),d†

kσ (dkσ )はそれぞれ伝導電子と d電子の生成 (消滅)演算子である。

周期的 Andersonモデルではこれらが Vkσ で混成し、同じ原子内の d電子間には Coulmb相互作用 U が働く

ことを表している。このハミルトニアンを Coulmbエネルギーが十分大きく混成が小さい状況で混成項につい

て二次の摂動展開を行い有効ハミルトニアン (s−dモデル)を導出する。

CoulmbエネルギーU が十分大きい =⇒ εd < εF , U + εd > εF

つまり、d準位は↑か↓のスピンを持つ一つの電子によって占有されている (平均電子数 1)二次摂動で And

m.より低エネルギー領域での有効ハミルトニアンを求める。

[一般的な二次摂動]

∑
m

〈 f |H |m〉〈m|H |i〉
Ei −Em

, |i〉 = d†
σ |FS〉, Ei = E0 + εd (3)

|i〉を始状態とし伝導電子の Fermi球 |FS〉と一つの d電子からなるとする、|m〉を中間状態、| f 〉を終状態と
する。以下、具体的に摂動を行う。

d電子を↑と取ったとき、中間状態を経て始状態とエネルギーの近い終状態に至るには 4つの過程がある。

図 2 摂動過程 1
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(k,↓) 状態 (始状態エネルギー:E0 + εd) の伝導電子を d 準位に移してから (中間状態エネルギー:E0− εk +

2εd +U)、電子を (k′,↓)状態に移す。d準位には↑電子が残る。(終状態)

この過程 (プロセス (1))の有効ハミルトニアンをH
1

Ei −H0
H で表す。

プロセス (1) =
Vk′dVdk

(E0 + εd)− (E0− εk +2εd +U)
c†

k′↓d↓d†
↓ck ↓

=
Vk′dVdk

εk−U − εd
(c†

k′↓ck ↓−c†
k′↓ck ↓d†

↓d↓)
(4)

ただし、式変形の際 {ckσ ,ck′σ ′} = δσσ ′δkk′ (Fermi演算子の反交換関係)を用いた。

プロセス (2):(1)の場合で始状態と終状態でスピンの向きが違う過程

図 3 摂動過程 2

プロセス (2) =
Vk′dVdk

ε −U − εd
c†

k′↑d↑d†
↓ck ↓

= −
Vk′dVdk

εk−U − εd
c†

k′↑ck ↓d†
↓d↑

(5)

プロセス (3):d準位の電子を (k′,,↑)状態に移してから (中間)(k,↑)状態の伝導電子を d準位に移す。d準

位には↑が残る。(終)

図 4 摂動過程 3

プロセス (3) =
VdkVk′d

E0 + εd − (E0 + εk′)
d†
↑ck ↑c†

k′↑d↑

=
VdkVk′d

εd − εk′
(d†
↑d↑δkk′ −c†

k′↑ck ↑d†
↑d↑)

(6)
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プロセス (4):(3)の場合で始状態と終状態でスピンの向きが違う場合

図 5 摂動過程 4

プロセス (4)　= −VdkVk′d

εd − εk′
c†

k′↑ck ↓d†
↓d↑ (7)

また、(1)～(4)の過程で始状態が↓の場合を考える。((1)′～(4)′ とする)

(1)′ =
Vk′dVdk

εk−U − εd
(c†

k′↑ck ↑−c†
k′↑ck ↑d†

↑d↑) (8)

(2)′ =
Vk′dVdk

εk−U − εd
c†

k′↓d↓d†
↑ck ↑ (9)

(3)′ =
VdkVk′d

εd − εk′
(d†
↓d↓δkk′ −c†

k′↓ck ↓d†
↓d↓) (10)

(4)′ =
VdkVk′d

εd − εk′
d†
↓ck ↑c†

k′↓d↓ (11)

よって、プロセス (1)～(4)、(1)′～(4)′ 全ての過程を加えて、k,k′ について和をとると

Hs−d = ∑
kk′

Vk′dVdk

εd − εk
(d†
↑d↑+d†

↓d↓)δkk′ +∑
kk′

Vk′dVkd

εk−U − εd
(c†

k′↑ck ↑+c†
k′↓ck ↓)

−∑
kk′

(
Vk′dVdk

εk−U − εd
+

Vk′dVdk

εd − εk′

)
(c†

k′↑ck ↑d†
↑d↑+c†

k′↓ck ↓d†
↓d↓+c†

k′↑ck ↓d†
↓d↓+c†

k′↓ck ↑d†
↑d↓)

(12)

s−dモデルハミルトニアンが得られる。また、ここで以下のような仮定をする。

d軌道の広がりが小さいとして

Vdk →V (混成の波数依存性を無視) (13)

つまり、実空間で同じサイトの sと d電子が混成していると仮定する。(本当は違う軌道 (違う方位量

子数)は直交してゼロになってしまうはずだが、ここではそれを無視する。)
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この仮定を踏まえると (12)式は

Hs−d = ∑
kk′

V2

εd − εk
(d†
↑d↑+d†

↓d↓)δkk′ + ∑
kk′σ

V2

εk−U − εd
c†

σ cσ

−∑
kk′

(
V2

εk−U − εd
+

V2

εd − εk′

)
(c†

k′↑ck ↑d†
↑d↑+c†

k′↓ck ↓d†
↓d↓+c†

k′↑ck ↓d†
↓d↓+c†

k′↓ck ↑d†
↑d↓)

(14)

となる。ただし、変形の際に第 2項を c†
k′↑ck ↑+c†

k′↓ck ↓ = ∑σ c†
σ cσ としてまとめた。

次に、s−dモデルハミルトニアンを直感的にわかりやすい形にするために、d電子演算子をスピン演算子

Sz, S+, S− を用いて書き直すことを考える。

Sz =
1
2
(d†
↑d↑−d†

↓d↓) ∗, S+ = d†
↑d↓, S− = d†

↓d↑ (15)

今、s−dモデルではU → ∞となっているので d電子の平均電子数は 1(nd = d†
↑d↑+d†

↓d↓ = 1)これを上の

∗式に代入すると

d†
↑d↑ = 2Sz+d†

↓d↓

=
1
2

+Sz

(
d†
↓d↓ =

1
2
−Sz

) (16)

また、今 Fermi面近傍での非常に狭い領域での伝導電子について考えているので

εk,εk′　<<　U, |εd|　 　　 (εk,εkを無視) (17)

と近似する。(以後、εd < 0なので −εd = |εd| とする。) この近似やスピン演算子により (14)式を書き換え

ると

(14) = −∑
k

V2

|εd|
− ∑

kk′σ

V2

U + εd
c†

k′σ ckσ

−V2∑
kk′

(
− 1
|εd|

− 1
U + εd

){
c†

k′↑ck ↑

(
1
2

+Sz

)
+c†

k′↓ck ↓

(
1
2
−Sz

)
+c†

k′↑ck ↓S− +c†
k′↓ck ↑S+

} (18)

ここで、上式の第一項は伝導電子を含まないので無視する。すると (18)式は

(18) = −V2 ∑
kk′σ

1
U + εd

c†
k′σ ckσ +

V2

2 ∑
kk′σ

(
1
|εd|

+
1

U + εd

)
c†

k′σ ckσ

+V2∑
kk′

(
1
|εd|

+
1

U + εd

){
(c†

k′↑ck ↑−c†
k′↓ck↓)Sz+c†

k′↑ck ↓S− +c†
k′↑ck ↑S+

}
= V2∑

kk′

(
1
|εd|

+
1

U + εd

){
(c†

k′↑ck ↑−c†
k′↓ck↓)Sz+c†

k′↑ck ↓S− +c†
k′↑ck ↑S+

}
+

V2

2 ∑
kk′σ

(
1
|εd|

− 1
U + εd

)
c†

k′σ ckσ

(19)

となる。
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今、(19)式のように d電子をスピン演算子を用いて表したわけだが、ここから更に解析を進め近藤シング

レット (近藤 1重項)を見るために d電子 (スピン演算子)を含む第一項と d電子を含まない第二項に分けて考

える。第一項を exchange(交換)項Hex、第二項を impurity(不純物)項Himpとして定義すると

Hex = V2∑
kk′

(
1
|εd|

+
1

U + εd

){
(c†

k′↑ck ↑−c†
k′↓ck↓)Sz+c†

k′↑ck ↓S− +c†
k′↑ck ↑S+

}
(20)

Himp =
V2

2 ∑
kk′σ

(
1
|εd|

− 1
U + εd

)
c†

k′σ ckσ (21)

となる。ここで、計算を簡単にするために以下のような仮定を行う。

[Particle hole symmetry]

−εd = U + εd (22)

電子とホールのエネルギーが等しくなるとき上の式が成り立つ

この Particle hole symmetryが成り立つとき imp項をゼロにすることができる。(実際に代入して容易に確かめ

られる)残った ex項について計算を進める。ex項の演算子の部分を S± = Sx± iSyを用いて以下のように書き

換える。

Hex = V2∑
kk′

(
1
|εd|

+
1

U + εd

){
(c†

k′↑ck ↑−c†
k′↓ck↓)Sz+c†

k′↑ck ↓S− +c†
k′↑ck ↑S+

}
= V2∑

kk′

(
1
|εd|

+
1

U + εd

){
(c†

k′↑ck ↓+c†
k′↓ck ↑)Sx + i(c†

k′↓ck ↑−c†
k′↑ck ↓)Sy +(c†

k′↑ck ↑−c†
k′↓ck ↑)Sz

}
(23)

ここで、Pauriのスピン行列 σαβ = (σx
αβ , σy

αβ , σz
αβ )と S= (Sx, Sy, Sz)を用いて (23)式を簡潔に表すことを

考える。

σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

(
0 − i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
[Pauriのスピン行列] (24)

具体的に (23)式の x成分を書き直すと

(c†
k′↑

c†
k′↓)σx

(
ck ↑
ck ↓

)
Sx = (c†

k′↑ck ↓+c†
k′↓ck ↑)Sx (25)

となるので y,z成分も同様に書き直すと (23)式の ex項は

Hex = −
Je f f

2N ∑
kk′αβ

c†
k′α σckβ・S (26)

と表せる。ただし、書き直す際に結合エネルギー Je f f

Je f f ≡−2NV2
(

1
|εd|

+
1

U + εd

)
(27)

を定義した。
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[s−dモデルの exchange項]

Hex = −
Je f f

2N ∑
kk′αβ

c†
k′α σckβ・S (28)

今、Je f f を負と定義しているので ex項全体を負にする (エネルギーを低く)するためには σ・S< 0となる必

要がある。つまりこれはスピンが反強磁性的 (反平行)に並ぶことを表している (近藤シングレット)なぜ、ス

ピンが反強磁性的に並ぶことが電気抵抗極小現象につながるかということは後半へ譲る。
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