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まず,Sommerfeld展開を証明する準備として Eulerの定数,ガンマ関数,ゼータ関数を定義します.

[Eulerの定数]

γ ≡ lim
n→∞

[
n

∑
k=1

1
k
− lnn

]
= 0.5772156· · · (1)

見れば分かると思いますが,調和級数と対数関数が無限の極限では同じ振舞いをするということを示してい

ます.

[ガンマ関数]

Γ (z) ≡
∫ ∞

0
tz−1exp(−t)dt (2)

上の式が一般的なガンマ関数の定義式ですが,良く計算に用いられる形はガンマ関数の数表示 Γ (z+1) = zΓ (z)

や Γ (z+1) = z! です.二式とも (2)から導くことができます.(証明略)

[ゼータ関数]

ζ (z) ≡
∞

∑
k=1

1
kz (3)

ここでは,深くは触れませんが物性の計算をしていると良く出てくる関数です.zが偶数の場合は解析的に計算

することが出来ます.(ζ (2) = π2

6 ,ζ (4) = π4

90)さて,次に後で使うので以下の積分を計算しておきます.

[積分公式]

∫ ∞

0

xp

(ex +1)(e−x +1)
dx= (1− 1

2p−1 )ζ (p)Γ (p) (4)

(証明)

まず,− d
dx(e

x +1)−1 = 1
(ex+1)(e−x+1) として (4)式に代入し,部分積分を行う..

∫ ∞

0
xp

[
− d

dx
(ex +1)−1

]
dx=

[
−xp

(ex +1)

]∞

0
+ p

∫ ∞

0

xp−1

ex +1
dx (5)

右辺第一項はゼロとなるので,第二項を変形し計算を進めます.

p
∫ ∞

0

xp−1

ex +1
dx= p

∫ ∞

0
xp−1

[
e−x

e−x +1

]
dx (6)
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ここで,以下のような級数展開を考えます.

(1+ t)−1 = 1− t + t2 + · · ·

=
∞

∑
n=1

(−1)n−1tn−1　　 (t → e−x)
(7)

これを用いると (6)式は

(6) = p
∫ ∞

0
xp−1

∞

∑
n=1

(−1)n−1e−nxdx (8)

と表せます.更に上の積分に対して nx= t,dx= 1
ndtと変数変換を行うと

(8) = p
∞

∑
n=1

(−1)n−1
(

1
n

)p∫ ∞

0
t p−1e−tdt (9)

ここで,ガンマ関数の定義より.Γ (p) =
∫ ∞

0 t p−1e−t なので (9)式は

(9) = p
∞

∑
n=1

(−1)n−1
(

1
n

)p

Γ (p) =
∞

∑
n=1

(−1)n−1
(

1
n

)p

Γ (p+1) (10)

nについての和を取るために次のような計算を考えます.(少しトリッキーです)

∞

∑
n=1

(−1)n−1
(

1
n

)p

= 1p−
(

1
2

)p

+
(

1
3

)p

−·· ·

=
[
1p +

(
1
2

)p

+ · · ·
]
−2

[(
1
2

)p

+
(

1
4

)p

+ · · ·
]

=
∞

∑
n=1

1
np −2

∞

∑
n=1

1
(2n)p

(11)

よって,(10)式は

(10) =
∞

∑
n=1

[
1
np −2

1
(2n)p

]
Γ (p+1) =

[
1− 1

2p−1

]
ζ (p)Γ (p) (12)

ただし,ゼータ関数の定義式 ζ (p) = ∑∞
n=1

1
np を用いました. (証終)

さて,前置きが長くなりましたが,証明するための道具が揃ったので本題の Sommefeld展開の証明に入りた

いと思います.
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[Sommerfeld展開]

∫ ∞

ε0

g(ε) fF(ε)dε ≈
∫ ∞

ε0

g(ε)dε +
π2

6
g′(µ)(kBT)2 (13)

( fF(ε):Fermi分布関数,g(ε):任意関数)

(証明)

fF(ε) = 1
[eβ (ε−µ)]

µ :化学ポテンシャルまず,g(ε) = dφ
dε ,φ(ε0) = 0となるような φ を定義します.

(13)左辺=
∫ ∞

ε0

fF(ε)
dφ(ε)

dε
dε =

[
φ(ε)

1+eβε

]∞

0
−

∫ ∞

0
φ(ε)

d fF(ε)
dε

=
∫ ∞

ε0

φ(ε)
[

d fF(ε)
dε

dε
] (14)

ここで,φ(ε)を ε = µ まわりで展開します.

φ(ε) = φ(µ)+(ε −µ)
[

dφ(ε)
dε

]
ε=µ

+
(ε −µ)2

2!

[
d2φ(ε)

dε

]
ε=µ

+ · · · (15)

これを (14)式の最右辺に代入すると (ε0 →−∞)

(14) = φ(µ)
∫ ∞

−∞
−d fF(ε)

dε
+φ ′(µ)

∫ ∞

−∞
(ε −µ)

[
−d fF(ε)

dε

]
+φ ′(µ)

∫ ∞

−∞
(ε −µ)2

[
−d fF(ε)

dε

]
dε + · · · (16)

今,(16)式に於いて,積分区間が原点対称なので奇関数はゼロとなり

→
∫ ∞

∞ (ε − µ)2md fF (ε)
dε 　 (m= 1,2, · · ·) の偶数項のみ残ります.また,第一項の d fF (ε)

dε は全区間で積分すると 1

になります.このようなことを踏まえると (16)式は

(16) = φ(µ)+
φ ′

2!

∫ ∞

−∞
(ε −µ)2

[
−d fF(ε)

dε

]
dε + · · ·+ φ2m(µ)

2m!

∫ −∞

∞
(ε −µ)2m

[
−d fF(ε)

dε

]
dε + · · · (17)

2m次の項に fF (ε)
dε = −β

(eβ (ε−µ)+1)(e−β (ε−µ)+1)
を代入し第二項以降を和でまとめると

(17) = φ(µ)+
∞

∑
m=1

φ2m(µ)
2m!

∫ ∞

−∞
(ε −µ)2m β

(eβ (ε−µ) +1)(e−β (ε−µ) +1)
(18)

更に第二項に対して x = β (ε −µ),dx= βε と変数変換を行います.

(17) = φ(µ)+2
∞

∑
m=1

φ2m(µ)
2m!

∫ ∞

0

(
x
β

)2m 1
(ex +1)(e−x +1)

dx (19)
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ここで第二項に最初に計算しておいた公式を用いると.

(19) = φ(µ)+2
∞

∑
m=1

φ2m(µ)
2m!

(1−21−2m)
β 2m ζ (2m)Γ (2m+1)

= φ(µ)+2
∞

∑
m=1

φ2m(µ)
(1−21−2m)

β 2m ζ (2m)
(20)

ただし,変形の際 Γ (2m+ 1) = 2m! の関係を用いました.また,dφ
dε = g(ε) を両辺積分することにより φ(ε) =∫ ∞

ε0
g(ε)dε となるので,

(20) =
∫ µ

0
g(ε)dε +2

∞

∑
m=1

g2m−1(µ)
(1−21−2m)

β 2m ζ (2m) (21)

となります.特に m= 1のとき∫ ∞

ε0

g(ε) fF(ε)dε ≈
∫ ∞

ε0

g(ε)dε +
π2

6
g′(µ)(kBT)2 (22)

ただし,ζ (2) = π2

6 ,β = 1
kBT 　 (証終)
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